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导弹追逃博弈微分对策建模与求解

李龙跃 ， 刘 付显 ， 史 向峰 ， 王 菊

（
空军 工程 大学 防空反 导 学院 ，

西安 ７ １００５ １
）

摘 要 针对导 弹攻 防对抗过程 中拦截器追击具备较 强机 动 能力 弹头 的追逃 问题 ， 建立 了 双方追逃

微分对策模型并给 出 求解方法 ．

一

是给 出 导弹追逃质 点 动力 学模型 ；

二是基于微分对策理论 ， 建立

了 导弹攻防对抗微分对策模型 ， 模型 以推力 角 为控制 变量 ， 高度 ， 速度和 经度角 为 状 态变量 ， 并考虑

了 地球重力 和 自 转 的影响
；

三是 针对模 型获 得解析解 的 困难 ， 给 出 高精度 四 阶 Ｇａｕｓｓ－Ｌｏｂａｔｔｏ 多项

式配 点 法来逼 近非 线性方程 ，
通过 离散化节 点和 配 点上 的状态量和 控制 量将微分方程组转换为代

数约束
；

四是 为采用 配 点 法求解模型 ， 给 出 了 将双边最优对策 问题转化为单边最优对策 问 题 的具体

方 法 ． 最后实例分析对本文研究进行 了 仿真验证 ．

关键词 导弹 ；
追逃 系 统

；
微分对策模型

；
配 点 法
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导弹攻防对抗技术受到各国重视 ， 如何有效拦截具备机动能力的弹道导弹 目标成为反导武器研制和运用

的难点 卜
２
１ 未来部分弹道目标和再入飞行器可能具备较强的机动性， 其飞行轨迹将不可预测 ， 对这类可随

意机动的 目标 ， 在很难预知或估计其运动规律的情况下 ， 不宜直接采用最优控制理论 ． 由于对另外
一

方的控
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制策略不可知 ， 因此这样
一

个受两个相互独立因素约束系统的问题属Ｔ动态非协同博弈问题 ． 从博弈论角度

看 ． 导弹攻防对抗含有弹头和拦截器两个对象 ． 具有相反的作战 目的 ． 拦截器
（
追击者 ， ｐｕ ｒｓｕｅｒ

） 采取追击策

略 ． 力图使 目标处于杀伤或捕获范围之 内 ； 弹头 目 标
（
逃逸者 ，

ｅｖａｄｅ ｒ
）
采取躲避策略 ． 力图不被拦截器拦截 ．

双方构成零和追逃博弈 ． Ｉｓａａｃ ｓ 最早阐释和研究了基于微分对策的追逃博弈问题 ＠１

，

Ｂｒｙ ｓｏｎ 和 Ｆｒ ｉｅｄｒａａｕ 推

导并拓展了微分对策鞍点存在的解析必要条件 １

４
＿

５
１

．
Ｂ ｒｅ ｉ ｔｎｅｒ 以导弹拦截飞机为追逃对象 ． 研究 了无约束下

非线性追逃博弈问题 ％Ｒａｉｖ ｉｏ 用直接法解决了
一

类视线范 围内飞机追逃博弈问题 Ｒ 用微分对策理论分

析和求解导弹攻防对抗最优机动策略的研究较少 ， 比较接近的有文献 ［

８－９
］
等 ．

追逃博弈问题的求解是个难点 ， 因其涉及的微分方程比较复杂 ． 约束条件呈非线性或者耦合状态 ， 相应

的状态量比较多 ， 寻求解析解困难 ．

一

般是计算其数值解 ． 对追逃博弈这种非线性微分对策问题 ， 许多文章侧

重于博弈模型的建立及纯粹的数学推导 ， 较少讨论相对困难的模型的数值求解过程． 求解该类问题目前采用

的方法主要有间接法和直接法 ， 间接法基于极大极小值原理进行求解 ． 直接法包括只离散控制变董的打靶法

和同时离散控制变量和状态变量的配点法 （
ｃｏ ｌ ｌｏｃａｔ ｉｏｎ

）

． 由于用打靶法进行求解时 ， 对于初值较为敏感 ， 初值

估计不合理会导致无法求解 ， 因此配点法寻求其数值解是
一

个可行方法 ，

Ｊ ｏｈｎｓｏｎ 曾具体验证了配点法在微

分对策问题求解中的有效性 １
１ （ ）

］

．

本文研究思路为 ： 首先给出导弹攻防运动的动力学模型 ， 然后基于微分对策方法重点建立了追逃博弈微

分对策模型 ？ 再次为提高求解精度 ， 采用四阶 Ｇａｕ ｓｓ
－Ｌａｂａｔ ｔｏ 多项式近似法进行数值求解 ． 并给出模型具体

求解思路 ， 最后对模型和求解方法进行了验证 ．

２ 追逃动力学模型

首先明确以下近似假设 ： １
）
拦截器与 目标相对运动可分为俯仰平面和偏航平面 ． 本文假设追逃发生在同

一

（轨道
）
平面内 ，

三维追逃问题可类 比拓展
；

２
） 考虑地球 自转 ， 忽略大气对二者运动的影响 ，

地球半径处处

相等 ． 拦截器的机动能力优于 目 标 ， 目标具备连续感知拦截的能力而做出规避 ；

３
） 为了方便研究 ，

二者均可视

为点质量模型 ，
且机动加速度均为常值， 推力值大小不变 ， 方向角可变 ；

４
）
追逃博弈时间很短 ，

一

旦 目标摆脱

拦截器捕获将能成功攻击地面 目标 ． 拦截器与弹头 目 标的相对运动示意见图 １ ．

Ｆｒ Ｖ
Ｅａ

＾ｉ ＜目标发》^

／
＿Ｎ
—

＇

地心

ｉ／



图 １ 拦截器与 目 标的相对运动示意图

用 Ｐ 表示拦截器． 五 表示弹头 目标 ， 为拦截器飞行速度 即 的水平分量和垂直分量 ，

Ｕ现 ，呢ａ

为 目标飞行速度 的水平分量和垂直分量 ，
ｆｔｐ ， 为拦截器 ， 目标离地高度和地球半径 ， 卟 ， 化 为二者

推力 （
加速度

） 方向与水平面的夹角 ，
ａＰ ，

ａ￡ 为飞行加速度 ，
ｍＰ ，

ｍ￡ 为质量 ，
Ｔｅ 为地球引力常数 ． 在二者速

度的垂直方向上有

＾
＝ａｐ ｓ ｉｎ

、
－

心 Ｐ
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－ ｈ
ｅｙｒｎＥ



第 ８期李龙跃 ， 等： 导弹追逃博弈微分对策建模与求解２ １ ６３

用 ‘知 分别为二者的经度角 ， 在二者速度的水平方向上有
．ＦＰＶＰｈＶｐａ ］ＶＰｈ
ｖＰｈ

＝—ＣＯＳ ０Ｐ
－

＜ｔ＞Ｐ
＝

．ＦｅｑＶＥｈ
＾ＥａＸ—

ＶＥ ｈ

ＶＢ，
＝
＿

ＣＯＳ ０￡
＿ ＿＿＿

，＾
＝＿
＿

．

拦截器和 目 标的追 ，
逃控制 向量为 ｃ＝［ＣｐＣ

￡： ］

Ｔ＝
［＾＆］

Ｔ
． 由于假设推力值大小不变 ， 则控制

向量等价于 Ｉ

９
］Ｃ＝［ＣｐＣ

＿

Ｂ ］

Ｔ
〇ｃ＝［ ］

Ｔ
． 因此 ， 拦截器和 目标的追 ， 逃状态向量为 Ｚｐ

＝

［

ＶｐｈＶｐａｈｐ＋ｈ ｅ（ｊ
）ｐ

＝
［ＶＥｈｖＥａｈ￡＋ ｈ

ｅ（
ｆ
＞Ｅ］■

由 图 １ 中的几何关系有

ｖＰａ
＋ｖ

＼ ｈ
＝

ＶＰ ＾ｖＥａ
＋ｖＥｈ

＝⑴

令“ 分别为追逃博弈的开始和结束时刻 ， 规定当拦截器与 目标的距离等于某给定捕获距离 ？ 时 ， 基于假

设 ２ 拦截器恰好能捕获 （拦截）
目标 ， 即 ：

（
ｈ
ｅ ＋ｈｐ

）

２

＋（
ｈ
ｅ 
＋ｈＥ ）

２
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） （
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（
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－

 ＜
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２

ｃ（
２

）

３ 纖微分对策模型

３ ． １ 微分对策方法
一般微分对策问题 ， 追逃系统的状态方程为

［

９
］

：

Ｘｐ
＝

ｆ （
ｘｐ ，Ｃｐ ，

ｔ
） ，Ｘｅ

＝

ｆ ｛ＸＥ ，

ＣＥ ，

ｔ
）

．

其中 知 以 问题的边界条件可由一个包含起始约束条件和终端约束条件的 向量 矽 表示

■

０
＝

 ［ＸｐＱＸｅｏＸｐｅＸＥｅｔ
〇ｔ

ｅ］

Ｔ
＝〇⑶

问题的 目标 （支付 ） 函数 Ｊ 可表示为起始和终端状态 ， 时间的函数

Ｊ
＝

ｆ （
＊＾Ｐ０ ）＾Ｐｅ ：

＾Ｅ ｅ
ｔ 
＾ ０ ）


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在追逃问题中 ，
追击者需要最小化 目标函数 义 而逃逸者需要最大化 目标函数 Ｊ ． 令 Ｃ

＾ ，

Ｃ
ｉ 分别表示追逃双

方的最优控制策略 ， 则有
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Ｘ
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＾
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ｉ

由于对策双方控制变量独立 ， 因此该追逃动态系统是可分离的 ， 这也是上式中最小化和最大化可以互换

的必要条件
［
３

１

，

一

般称 （４ ，４ ） 为微分对策的鞍点 （
ｓ ａｄｄ ｌｅ

ｐｏｉｎｔ ） ，
Ｂａｓａｒ 与 Ｂｒｅａｋｗｅ ｌｌ 给出 了鞍点解存在的

必要条件 ［

Ｕ－ １２
］

． 首先构造哈密顿函数和终端时刻函数

丑 ＝ ＋入￥
士五 ，

步 ＝
（ ＋ （

４
）

其中哈密顿乘子 Ａｓ ，
＾ 均为相应的伴随向量 ， 也称协态向量 ， 满足以下方程组

（
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一

个鞍点解必须满足条件
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入
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即需要满足
一

阶和二阶条件ＴＴ

［
抱Ｐ

１

Ｔ

、ｎｄ
２Ｈｎ

Ｘｐ ＝ 〇
：

３４
－°

［叫＇ｎ
乂ｎ

^
＝

［ｄ＾ ＼
Ａ￡

＝０
＇

未指定起始时刻和未指定终端时刻时微分对策问题的横截条件分别为
ｄ电５￥

Ｗ０

￣ Ｈ
｛
ｔ
〇 ）
＝

＾
Ｗｅ

＋ Ｈ
｛
ｔ
ｅ

）
＝０ （

７ ）

根据导弹攻防态势和机动性能 ， 将对策空间划分为捕获区和逃逸区 ： 在捕获区 ， 如果追击者采取最优机

动策略 ， 不论逃逸者如何机动都将被拦截
；
在逃逸区 ， 如果逃逸者采取最优机动策略 ， 不论追击者如何机动都

能逃脱拦截 ． 捕获区和逃逸区的分界称为界栅
（
ｂａｒｒｉｅｒ

）

［

３
丨

， 界栅的实质是追逃双方在中立结局下的轨迹， 导弹
攻防是

一

个只关心追逃 目的是否达成的定性追逃问题， 界栅就是微分对策的解 ． 文献
［

３
］
给出 了对策空间中

某点属于捕获区的判断方法

ａ〇： ｐ （２ ）

’
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３ ． ２ 导弹攻防微分对策模型

本节将 ３ ． １ 节中的微分对策方法具体的应用到导弹追逃博弈问题中 ． 首先 ， 导弹攻防对抗中追逃系统状

态向量和状态向量的伴随向量分别记成

ｘｐ
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其次 ， 由追逃动力学模型知 ， 双方的状态微分方程组为

［
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由式 ⑷ 知 ， 追逃双方的伴随状态微分方程组为
＿
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根据式 （
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利用二阶式 （
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－

 ＜ｔ＞Ｅ ）．

由于博弈结束时刻 Ｌ 不确定 ， 根据式 ⑴ 得横截条件为

＾

＝２
｛
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） ］

－

根据式 ⑴ ， ⑵ 可以得到追逃博弈问题的边界条件向量 咕

ｘ
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２
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ｔ
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２

〇＿

最后 ，
基于式 （

２
）
可设定拦截器与 目标的距离为导弹攻防作战的 目标 （

支付 ） 函数 Ｊ
， 则整个追逃博弈的 目 标

函数为
ｍｉｎｍａｘＪ



９
Ｐ （

ｔ
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）
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＝
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ｔ
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－

２ｘ
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｛
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ＣＯｓ
［

ｘ ４ （
ｔ ｅ ）

－

＾ （
＾
ｅ ） ］

根据式 （
８

） ， 可以给出追逃对策空间中的某点是否属于捕获区的判断方法

巧抑 ＋邱工 ？
一 工７

［

工 １
＿

尤８ ）＋巧 ｃｏｓ（

：Ｔ４
—

工 ８ ） ］

—

ｓｉｎ
（
ａ ；４

—

ａ ： ８ ）
＋抑

ｃｏｓ
（
Ｘ４

—

吻 ）
］
竺

〇 ．

４ 四阶 Ｇａｕｓ ｓ－Ｌａｂａｔ ｔｏ 西己点法

配点法也叫多项式匹配法 ，
其思路是将求解区间分段 ， 用特定多项式来逼近非线性方程 ， 并对多项式求

导来近似状态变量对时间的导数 ， 最后将微分方程组转换为代数约束 ， 降低非线性规划问题复杂程度 ， 状态

量是拟合出来的 ， 不需要对动力学方程进行积分 ． 标准配点法主要是基于三阶 Ｓｉｍｐ ｓｏｎ 积分方法 ［

１３
］ 对微分

方程和参数进行离散化处理 ， 在分段数较少时求解精度较低 ， 为了提高拟合精度 ，

一般有两种途径 ：

一是增加

分段数 ， 减小离散化的误差 ；

二是使用更高阶积分方法 （
比如四阶）

． 本文采用四阶 Ｇ ａｕ册Ｌａｂａｔｔｏ 积分函数

进行拟合 ，
以提高求解精度 ， 可分为两个步骤 ：

一

是时间点的选取 ；

二是近似多项式的设置 ．

首先将整个追逃博弈过程时间 知 ，
＜ ｅ

］

分成 ｎ 段

［

亡
０山

］

，
［

亡
１ ，

亡 ２
］

，

…

’［
ｔ ｎ－ ｌ Ｊｎ

］ （
亡
ｎ
＝

‘ ）

？

令所有时间段的长度均等于 （等距节点 ）

ｎ

对每个时间段 ⑷－以北：

＝ １
，

２
，

． ． ．

，

ｎ
） ， 指定三个离散时间点Ｕｍｉ ，咕 ＝ ｉ

，

２
，

． ． ．

，
７１

） 分别为该时间

段的起始 ， 中间和结束时间点 ， 则 ￥⑷－

１
）

，

尤⑷ ）
为时间点上对应的状态变量 ；

只＾－ １ ）
， Ｊ⑷ ） 为时间点上对应

状态变量的时间导数 ， 即 ／
＝ 办⑴ ／

汍
；

ｃ ｃ
（Ａ ） 为时间点上控制变量的取值

． 四阶 Ｇ ａｕｓｓ
－Ｌａｂａｔ ｔｏ 积分

相 比三阶 Ｓｉｍｐｓｏ ｎ 积分在每个时间段增加了 Ｋ ２ 两个配点以提高精度 ， 如图 ２ －
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图 ２ 三阶 Ｓ ｉｍｐｓ ｏｎ 和 四阶 Ｇａｕｓｓ
－Ｌａｂａｔ ｔｏ 积分多项式约束

其次 ， 为方便表示 ， 令每个时间段 上的配点表示为 ＝１
，

２
，

…

，
７１

） ，
则对于四阶 Ｇａｕｓｓ－

Ｌａｂａｔ ｔｏ 积分 ， （山 匕 和 分别为
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冲ｎ ） 和 ．Ｔ
（
ｉ

ｉ２ ）
是 ｚ⑴ 在 ｈ ，

ｆ
ｉ ２ 处的多项式逼近 ， 由拟合多项式插值得到 ， 分别为 Ｍ

，
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用 ：ｒ
（
ｔｍ ｉ

）
，

；ｒ⑷ ） 及 ／
（Ｕ／⑷ 构造多项式

（
含五个系数 ． 这五个系数分别为在每个时间段上

的起始 ， 中间 ， 结束时刻的状态值和开始 ， 结束状态对时间的导数值
）

． 要实现多项式对状态导数的近似 ， 需要

令配点处的 ：
ｆｃ⑴ 等于 ／⑴ ，

因此
， 在每

一

个时间段上 ， 构造的多项式在 满足静态约束 ：
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追逃双方的状态向量 ｃ各包含 ４ 个状态变置 ，
因此上面两式各包含 ８ｎ 个约束 ． ｃｆｅ ） ，

ｃｆｅ ２
） 可由

ｃ⑷ ）
对时间插值得到 ，

〇 ；

（“ ） 和 ：
ｒ

（
ｋ ） 可确保构造的多项式具有同类多项式中的较高的拟合精度 ．

５ 求解思路

由 第 ２ 节可知导弹攻防对抗中的追逃博弈是
一

个双边最优对策问题 ， 但配点法求解非线性规划问题只

能求得单边 （单 目 标 ）
最优 ， 因此需要将双边最优对策问题转化成单边最优对策问题 ． 过程如下 ［

９ ， １４
１

：

基于式 （

６
）
中逃逸者最优机动满足的

一

阶和二阶条件 ， 逃逸者的控制向置 ｃｓ 可写成关于状态向董 ＊￡ ，

伴随向量 Ａｓ 和时间 〖 的函数

Ｃ－Ｅ
＝
ｆＥ ｛

ＸＥ
，

＾Ｅ
，
ｔ
）

．

然后追逃博弈系统中只存在追击者的控制 向量 ＣＰ ， 记为系统控制向量 ５＝ＣＰ ， 将逃逸者的状态伴随向量引

入到系统的状态向量 ５
， 即

５⑴ 二

［

ｘ
］
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由于拓展后的 系统状态向量包含了逃逸者的伴随向量 ， 式 （
３

）
对应的终端约束条件也要增加相应项

＾ 
＝

 ［］

Ｔ
－
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式
（

４
） 对应的拓展后哈密顿函数和终端时刻函数分别为
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ｌｌ，＋ ｖｋ＾ｋ
－

综上 ， 首先将逃逸者的控制向量 Ｃ￡ 可用状态向童 伴随向量 Ａ
Ｂ 和时间 ＜表示 ， 其次再把伴随向董

加入到系统的状态向量 ． 把 ３ ． １ 节中的追逃博弈双边最优控制问题转化为 了以下单边最优控制问题

■

ｒ，ＩＸ （
ｔ
）
＝

ｆ
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ｔ

）［＾
＝０

经过上述转化 ． 问题已变为非线性规划问题 ． 可使用配点法进行近似数值求解 ， 求解过程中可用 Ｍａｔ ｌａｂ

中的 ３肌＾１
１

软件包 ［
１ ５

］

＿ 计算出 而＿

１
，

沄＿ 氐 （
£ 
＝１

，

２
，

． ． ．

，

《
） 和 及卜 １ ，

知 ，如
，
也

（

《
＝

１
，
２

，

． ． ．

，

７１
）
后 ， 再

计算得 ， 呙 （

ｉ＝１
，
２

，

…

，
ｎ ） ，
最终系统状态变童可由 四阶多项式插值得到 ．

６ 实例分析

根据计算的需要 ． 仿真实例需给出部分参数初值和 中间值： 地球半径 ＆ 为 Ｇ３７ １ｋｍ
， 纪 ＝ ０ 时刻 ． 拦截器

和弹头 如 时刻经度 ＃ ，＃ 为 １０３
°

和 ８５
°

， 拦截器和弹头离地髙度 分别为 ６〇ｋｍ 和 ２４ ０ｋｍ
，

拦截器和弹头 ｋ 时刻速度为 ２２０
（ ）
ｍ

／
ｓ 和 ３５００ｍ

／
ｓ

，
拦截器和弹头 时刻推力角度 ０Ｐ ，

０ Ｅ 为 １ ５ ． １

。

和 １ ０１

。

，

地球 自转角速度 心 为 ７ ． ２９２ｘ１０
＿

５
ｒａｄ

／
Ｓ

， 捕获距离
＂＂一

知 为 １ ５ｋｍ
， 地心引力常数 ｒｅ 为 ３ ９８６００ ． ５ｋｍ

３

／
ｓ
２

，
， ０

７

配点个数设置为 ３６００ 个
（
约为估计终端时刻的 １ ０

＂ ＊＊

［
者 ｜ Ｒ

＿

？器 ）绍？ 变化

倍） ，
拦截器和弹头的 力口速度大小 印 ，

＜
２￡ 分别为 １ ５

．９Ｘ
和５＂ ， 即

Ｆｐ ／
ｍｐ

？五 ，
．９
＝９ ． ８ｘ１０

＿

３
ｋｍ

，
ｓ
２

． ■？

图 ３
， 图 ４ 和图 ５ 分别是拦截器和弹头追逃双方 ＾Ｍ

的经度 ． 离地高度和推力角 随时间变化的仿真结果 ，

Ｓ

追逃双方的水平速度和垂直速度变化情况可分別对ｍ／

经度和离地高度变化进行求导即 可 ， 在此不再列出 ．

％


从仿真图可见本文的配点法求解微分对策模型收敛 ，

Ｉ



在对策时间 ３４ ５ 秒时 ． 拦截器对弹头成功拦截 ． 图 ５

表明追逃双方的推力角变化情况基本
一

致 ， 这
一

结论
＇－ ？－－－－

与前面的假设 ⑴ 有关 ．

图 ３ 追逃双方经度 ０Ｐ ， ０ ￡ 随时间变化
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图 ４ 追逃双方离地高度 ／ｉｐ ，
／
Ｉ
；

．

： 随时间变化图 ５ 追逃双方推力角 ０ｐ ， ６？Ｅ 随时间变化



２ １ ６８



系 统 工 程 理 论 与 实 践第 ３６卷

７ 结论

论文模型和实例中只考虑了与地心共面的情况 ， 经度为地球面上
一

点与两极的连线与 ０ 度经线所在平
面的夹角 ， 同

一

经度 ， 不同纬度的追逃运动和微分对策模型是基本
一

致的 ， 只是参考的坐标原点不再是地心 ，

而且部分参数值发生变化 ． 应用微分对策方法建立导弹攻防对抗追逃博弈模型对解决飞行器机动决策和轨
迹优化等问题有

一

定启发 ； 采用高阶配点法近似求解 ， 精度更高 ， 也更容易收敛 ， 同时配点对初值不敏感 ， 求
解过程有

一

定实时疰 ．

本文研究基于的
一

些假设 ， 如机动共面 ， 推力大小不变和忽略大气影响等 ， 尤其是假设 目标具备连续感
知拦截的能力而做出规避 ， 这一点对于导弹攻防问题来说研究的起点过于理想 ， 但对于防御方 ， 能够考虑最
坏的情况

（
ｗｏｒｓｔ－ｃａｓｅ ｓｃｅｎａｒ ｉｏ

） 来生成机动对策 ， 仍然具有十分积极的意义 ． 本文对于导弹追逃博弈问题建
模和求解的思路是个起点 ， 从横向平面来看 ， 追逃动力方程完全不同 ， 但微分决策建模方法是

一

致的 ， 下
一

步
的研究可拓展到三维平面内多个导弹的追逃博弈 ＿ 问题．
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